INVARIANTS DE CLASSES : LE CAS SEMI-STABLE 



JEAN GILLIBERT 

Resume. Nous construisons ici un analogue, pour un schema en groupes semi-stable dont 
la fibre generique est une variete abelienne, du class-invariant homomorphism (introduit 
par M. J. Taylor dans le cadre des schemas abeliens), et nous en donnons une description 
geometrique. Puis nous generalisons un resultat de Taylor, Srivastav, Agboola et Pappas 
concernant le noyau de cet homomorphisme dans le cas d'une courbe elliptique. 

Abstract. We define here an analogue, for a semi-stable group scheme whose generic 
fiber is an abelian variety, of M. J. Taylor's class-invariant homomorphism (defined for 
abelian schemes), and we give a geometric description of it. Then we extend a result of 
Taylor, Srivastav, Agboola and Pappas concerning the kernel of this homomorphism in 
the case of an elliptic curve. 



1. Introduction 

Soit S un schema, et soit G ^ S un S'-schema en groupes commutatif, fini et plat. Soit 
le dual de Cartier de G. Nous disposons d'un homomorphisme 

TT : H\S,G^) y Pic(G') 

explicite en premier par Waterhouse (voir j^, Theorem 5). Supposons que 5* = Spec{R) 
soit affine. Alors on pent ecrire G = Spec{H), ou H est une -R-algebre de Hopf, et 
G^ = Spec{H*), ou H* est I'algebre duale de H. Si X = Spec{C) est un G^-torseur, 
alors C est un if*-comodule, done un if-module. L'image de X par vr est alors donnee 
par la classe de G <S)h {H*)~^ dans le groupe Pic(if) = Pic((j). 

Nous nous interessons ici a un moyen de construction de G^-torseurs dont l'image par 
71 est triviale, c'est-a-dire de torseurs dont la structure galoisienne est triviale. 

Plus precisement, supposons que S soit un schema noetherien, excellent, integre, nor- 
mal, de point generique rj. Soient A et A' deux S'-schemas en groupes semi-stables, dont 
I'un des deux est a fibres connexes, et tels que et A'^ soient deux varietes abeliennes 
duales I'une de I'autre. Supposons que G soit un sous-groupe de A. On construit alors des 
G^-torseurs grace a la theorie de Kummer, puis on en deduit un homomorphisme 

i;:A'{S) > H\S,G^) > Pic(G). 

Le resultat principal de cet article est le suivant : 

Theoreme 1.1. Supposons que A^, soit une courbe elliptique, et que I'ordre de G soit 
premier d 6. Alors yl'(S')Tors est contenu dans kerip. 

Dans le cas particulier ou A est un S'-schema abelien de dimension 1 (i.e. une S-courbe 
elliptique), et ou G = A[m] (sous-groupe des points de m-torsion de A), ce resultat etait 
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deja connu. D'abord montre par Srivastav et Taylor dans |S-T] pour une courbe elliptique 
a multiplication complexe sur un corps de nombres (en prenant m egal a une puissance 
d'un nombre premier i > 3), puis meme sans I'hypothese de multiplication complexe par 
Agboola dans |A2| . il a ete finalement prouve par Pappas dans |P1| (pour un schema 
abelien de dimension 1 sur une base quelconque). 

Dans le cas ou S est le spectre de I'anneau des entiers d'un corps de nombres le 
theoreme II ■ II admet une interpretation arithmetique. Plus precisement, il implique que les 
anneaux d'entiers de certaines extensions de K, engendrees par des valeurs de fonctions 
elliptiques, sont libres en tant que modules sur I'algebre de Hopf de G. Le lecteur trouvera 
dans |CN-T| de plus amples details sur cette question, qui constitue la motivation initiale 
pour I'etude de ce probleme. 

Dans le cas ou A est une 5'-courbe elliptique et ou I'ordre de G est une puissance de 2, 
Cassou-Nogues et Jehanne ont donne dans |('N-J| des exemples de non-annulation de ip 
sur les points de torsion. De plus, pour tout nombre premier £, Pappas a construit dans 
|P1| une courbe affine lisse S sur un corps fini et un S'-schema abelien A de dimension 2, 
tels que, si Ton pose G = A[i], alors I'homomorphisme ip correspondant ne s'annule pas 
sur au moins un point de ^-torsion. 

Cependant la question reste ouverte pour un schema abelien de dimension > 2 sur le 
spectre de I'anneau des entiers d'un corps de nombres. Nous nous contentons de signaler 
que s'annule toujours sur les points de torsion d'ordre premier a celui de G, quelle que 
soit la dimension de (voir la proposition 13. 4|) . 

Le premier objectif de notre travail est la construction de ip- Pour cela, nous avons dli 
adopter une approche differente de celle des auteurs precedents. Nous sommes amenes 
a utiliser (dans la section 2) une theorie de la dualite pour les schemas semi-stables qui 
s'enonce de la fagon suivante : supposons a nouveau que G C A soit un sous-groupe fini 
et plat de A (pour des exemples, voir le paragraphe I3.4|l . et considerons la suite exacte 

> G > A — ^ A/G > 

de faisceaux pour la topologie fppf sur S. En travaillant dans le petit site fppf des S- 
schemas plats (cf. paragraphe 12.11) . nous verifions I'exactitude de la suite 

y G^ y ExtU A/G, Gr^) Extl{A,G^) > 0. 

Quand on restreint tons ces faisceaux a I'ouvert de bonne reduction de A, on retrouve un 
couple d'isogenies duales entre schemas abeliens. 

Par application du foncteur des sections globales, on deduit de la suite precedente un 
morphisme cobord S : Ext^(A, Gm) — > H^{S,G^). On definit alors ^ comme le compose 
des morphismes 

A'{S) Ext\A,G^) H^S^G"") Pic(G) , 

la fieche 7 etant donnee par une biextension (voir le paragraphe 12. 3|) . Si A est un schema 
abelien, et si G = A[m], alors A' est le schema abelien dual de A, et ip est le class-invariant 
homomorphism de jPlj (generalisant lui-meme celui de Taylor jTj). Cette approche nous 
permet egalement, a travers quelques devissages, de donner une preuve diff'erente de la « 
description geometrique » deip, generalisant celle de |P1] (ce resultat apparait en premier 
dans |Alj dans le cas d'un schema abelien sur le spectre de I'anneau des entiers d'un corps 
de nombres). Les precedents auteurs s'appuyaient sur des descriptions explicites de fibres 
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en droites sur les varietes abeliennes, tandis que notre construction permet de se ramener 
a I'etude de 6. Ceci fait I'objet de la section 3. 

Enfin, le but de la section 4 est de presenter une preuve du theoreme II.IL que nous 
obtenons par des arguments analogues a ceux de Pappas |P1| . Nous donnons ensuite deux 
applications de ce resultat. 

Remerciements 

Je tiens a remercier ici Laurent Moret-Bailly pour sa relecture du manuscrit et ses 
conseils. Je remercie egalement le Referee, dont les nombreuses suggestions m'ont permis 
d'ameliorer et de clarifier I'exposition. Enfin je remercie vivement John Boxall pour son 
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cours de ce travail. 

2. Extension de l'isogenie duale 

Rappelons les notations qui seront en vigueur tout au long de cet article : 5* est un 
schema noetherien, excellent, integre, normal, de point generique rj = Spec{K). Nous 
noterons Gm le groupe multiplicatif sur S. 

Definition 2.1. On dit qu'un S'-schema en groupes est semi-stable s'il est commutatif, 
lisse, separe, et si les composantes neutres de ses fibres sont extensions de varietes abeli- 
ennes par des tores. 

On dit qu'un S'-schema en groupes semi-stable A est neronien s'il verifie la propriete 
universelle suivante : pour tout S'-schema lisse Y et tout morphisme ax '■ Y-q ^ Ar,, i\ 
existe un unique morphisme a : Y A prolongeant ax- 

On fixe une fois pour toutes un S'-schema en groupes semi-stable A dont la fibre 
generique est une variete abelienne. On notera f/ C S I'ouvert de bonne reduction 
de A, de sorte que Au est un [/-schema abelien. 

2.1. Faisceaux sur le « petit site fppf ». Soit j : U ^ S I'inclusion. On munit la 
categoric des schemas plats sur S (resp. sur U) d'une structure de site pour la topologie 
fppf (on obtient ce qu'on appelle un « petit site fppf », la categoric sous-jacente etant la 
categoric des S'-schemas plats). Le choix de ce petit site nous permettra de demontrer le 
lemme 12.41 

Soit j* le foncteur « image inverse », qui a un faisceau sur S associe sa restriction a 
I'ouvert U. Comme j : U — > S' est un objet du petit site fppf sur S, j* est un « foncteur 
de localisation » (voir jSGA 4j . expose IV, paragraphes 5.1 a 5.4). En particulier, I'image 
par j* d'un faisceau representable (disons par un S'-schema plat X) est represente par le 
[/-schema Xu := X XsU. 

D'autre part, si Fi et F2 sont deux faisceaux abeliens sur S', la fleche canonique 

est un isomorphisme (voir |SGA 4] . expose IV, prop. 12.3, b), p. 502). De plus, j* est exact 
et admet un adjoint a gauche j\ exact. Par suite, j* envoie les injectifs sur des injectifs 
(voir |S(tA 4| . expose V, paragraphe 2.2). Nous derivons alors des deux cotes de la fieche 
et obtenons un isomorphisme j*( Ext \:(Fu F'?)) ~ Ext ^f(?'*Fi , j*F'}). En particulier, soit X 
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un S'-schema en groupes plat tel que Xu soit un [/-schema abelien, alors nous obtenons 
un isomorphisme 

(1) j*(Ext^(X,G^))^X*, 

ou Xfj = Pic Y^,/[r est le schema abelien dual de Xu (voir |F('| . chap. I, §1). On se sert ici 
du fait que Ext^(X[/, Gm) est isomorphe a Xfj (voir |S(7A 7| . expose VII, 2.9.5 et 2.9.6). 

Remarque 2.2. Soit H un S'-schema en groupes commutatif affine, plat et localement de 
type fini (done localement de presentation finie, S etant noetherien). Alors les if-torseurs 
pour la topologie fpqc sont representables. Un argument de descente fidelement plate 
(voir |EGA IV] . prop. 2.7.1) montre que les if-torseurs fpqc sont des torseurs fppf, d'ou 
I'egalite Hl^^^{S, H) = Hl^^^^S, H). Un raisonnement analogue montre que, si H' est un 
autre S'-schema en groupes commutatif, alors Extlp^^{H' , H) = Extjpp£(if', if ). 

2.2. Isogenies duales. Soit Gr, un sous-groupe algebrique fini de A^, et soit Br, la variete 
abelienne quotient A^/G^, nous obtenons une isogenic A^, —>■ B^j dont le noyau est egal a 
G^. Alors le noyau de I'isogenie duale -B* s'identifie au dual de Cartier de G^. 

Ce resultat, classique sur un corps, s'etend au cas des schemas abeliens, pour lesquels 
on dispose d'une notion de schema dual (voir |FCj . chap. I, §1). 

On fixe a present un sous- S'-schema en groupes fini et plat G de A. Nous noterons B 
le faisceau quotient A/G pour la topologie fppf sur S. 

Remarque 2.3. Si S' est de dimension < 1, alors B est representable par un S'-schema en 
groupes, egalement semi-stable (voir |An| . chap. IV, theoreme 4.C). 

Nous avons (par definition) une suite exacte 

> G > A B > 

de faisceaux abeliens (sur le petit site fppf de S) , prolongeant la suite exacte 

> Gu > Au j*B > 

dans laquelle Au est un [/-schema abelien. On en deduit que j*B est le quotient Au/Gu, 
done est representable par un [/-schema abelien, que nous noterons Bu- 

Nous obtenons alors, en appliquant le foncteur Hom gf— , Gm) a la premiere suite, une 
(longue) suite exacte de cohomologie 

EomsiA, G^) ^ EomsiG, G^) ^ Ext^(5, G„,) ^ Ext^(A, G^) ^ Ext^(G, G^) 

dont les termes sont des faisceaux abeliens sur S. 

D'autre part, G etant fini et plat sur S, le faisceau Hom gfG, Gm) est representable par 
G^ (le dual de Cartier de G). Pour les memes raisons, le faisceau Ext UG, Gm) est nul 
(voir jSGA 7j . expose VIII, 3.3.1). Enfin nous avons le lemme qui suit : 

Lemme 2.4. Soit X un S-schema en groupes plat, dont la fibre generique Xk est une 
variete abelienne. Alors Hom gfX, Gm) est nul. 

Demonstration. Nous devons montrer, pour tout schema S" ^ S plat, la trivialite du 
groupe B.oms'-gr{Xs',Gra,s')- Pour cela, il suffit de se limiter au cas ou S et S" sont 
affines. Soient done S = Spec{R) et S' = Spec{R') ou R' est une i?-algebre plate. Cette 
hypothese de platitude permet d'affirmer que Oxg, {Xs') = Ox{X)®rR' . On en deduit que 
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Oxg,{-^s') est -R'-plat, sachant que Ox{X) est -R-plat. D'autre part, soit K' = R' ®r K , 
alors K' est une -fT-algebre, et la fleche R' K' est injective par i?-platitude de R' . 
Finalement, on trouve que la fleche 

est un morphisme injectif d'anneaux. Sa restriction Oxg,{Xs')^ C>Xj^,{-^k')^ est done 
injective. En d'autres termes, I'application 

obtenue par changement de base Spec{K') — > 5", est injective. On en deduit que I'ap- 
plication Horns' -gr{Xs',G^^s') HomK'-gr{XK',Gia,K') est egalement injective, en ne 
considerant que les morphismes de groupes. 

Montrons a present la trivialite de B.omK'_gr{XK',Gra,K')- Soit / : Xk' — ^ Gm,^:' 
un morphisme de i^''-schemas en groupes, / est entierement determine par la donnee 
du morphisme de i^^'-algebres de Hopf /" : K'[x,x~^] Oxj^,{Xk')- D'autre part, 
Oxj^XXk') — Oxii{XK)®K K' et Oxk{Xk) — K (car Xk est propre et geometriquement 
integre), done Oxj^XXk') — K' en tant que i^^'-algebres de Hopf. La counite etant I'u- 
nique morphisme de i^^'-algebres de Hopf K'[x, x~^] — > K' , ceci prouve que /" se factorise 
par la counite. Au flnal, / est le morphisme trivial. □ 

En appliquant le lemmeEHau schema A, nous obtenons une suite exacte 

(2) > ^ Ext^(5,Gi„) Ext^(AGm) ^ 0. 

D'apres ce qui precede (voir (jlj), son image par le foncteur j* est la suite 

> G§ y B\j A\j > 0. 

Cette derniere admet done un « prolongement » sur 5* en termes de faisceaux. 

2.3. Liens avec la theorie des biextensions. Soit la variete abelienne duale de 
Ar,, et soit A' un S'-schema en groupes semi-stable prolongeant A* . On sait qu'il existe un 
unique tel prolongement a flbres connexes (voir |MBj . chap. IV, th. 7.1 (i)). 

L'ouvert de bonne reduction de A' est le meme que celui de A, done {A')u coincide 
avec le schema abelien dual A\j de Ajj. 

Nous voudrions etablir une dualite entre A et A' prolongeant celle qui existe deja 
sur les fibres generiques. On sait que la dualite entre A^ et A\^ decoule de I'existence 
d'un fibre en droites Vr, sur Xk A^, que Ton appelle fibre de Poincare. Cependant 
nous allons envisager ici la dualite dans un cadre plus general a I'aide de la notion de 
biextension, imaginee par Mumford dans |Mu| . Nous introduisons brievement ici cet outil. 
Pour les details nous renvoyons le lecteur a I'expose de Grothendieck f jSGA 7j . expose 
Vn). Mentionnons egalement Milne f jMi86j . Appendix C). 

Definition 2.5. Soient P et Q deux S-schemas en groupes commutatifs. On pent consid- 
erer sur P Xs Q, en plus de sa structure naturelle de S'-schema en groupes, sa structure 
de P-schema en groupes et celle de Q-schema en groupes. Ces deux schemas en groupes 
seront notes respectivement Qp et Pq. Une biextension de {P,Q) par Gm est un Gm- 
torseur Y sur P Xs Q, muni de lois de composition partielles, qui fassent du P-schema 
Yp une extension de Qp par Gm,p, et du Q-schema Yq une extension de Pq par Gm,Q- 
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En outre, nous demandons que ces deux structures d'extensions soient compatibles en un 
certain sens (voir |SGA 7| . expose VII, §2 ou |Mi86] . Appendix C). 

On note BIEXT(P, Q; Gm) la categoric des biextensions de (P, Q) par Gm- Soit Y une 
telle biextension, alors Y definit un morphisme de groupes 

g(5)^Exti(P,G^) 

que nous explicitons : soit f : S ^ Q une section de Q, alors (idp x f)*(Y) est une 
biextension de (P, e) par Gm (ou e est le S'-groupe trivial), c'est-a-dire une extension de 
P par Gm. 

D'autre part, on note Biext^(P, Q; Gm) le groupe constitue par I'ensemble des classes 
d'isomorphie de biextensions de (P, Q) par Gm- On dispose d'un homomorphisme de 
groupes 

t : Biext^(P, Q; Gm) ^ Pic(P XsQ) 

qui a toute biextension associe son Gm-torseur sous-jacent. On constate que t est une 
transformation naturelle entre (bi)foncteurs. 

Retournons a notre question de dualite. Grace au theoreme du carre, on pent munir le 
fibre de Poincare d'une unique structure de biextension, que Ton appelle la biextension 
de Weil, et que Ton note PF^. Le probleme se reformule alors de la fagon suivante : peut- 
on prolonger la biextension Wr, G BIEXT(A^, A* ; Gm,^:) en une biextension qui vive 
dans BIEXT(y4, A'; Gm) ? Toujours d'apres Grothendieck, il existe une obstruction a ce 
prolongement (voir |SGA 7j . expose VIII, theoreme 7.1, b)), qui s'incarne sous la forme 
d'un accouplement (dit de monodromie) entre les groupes de composantes de A et A'. Si 
A ou A' est a fibres connexes, cette obstruction disparait : 

Proposition 2.6. Supposons que A ou A' soit a fibres connexes. Alors il existe une unique 
biextension W de {A, A') par Gm prolongeant la biextension de Weil Wj^ sur (A^, A*). 

Demonstration. Considerons le foncteur de restriction a la fibre generique 

BIEXT(A, A'; Gm) — ^ BIEXT(A„ 4; Gm,i^) . 

D'apres ( |MB| . chap. II, th. 3.6), ce foncteur est une equivalence de categories. On en 
deduit le resultat voulu. □ 

Nous supposons a partir d'ici, et dans toute la suite de ce travail, que A ou A' est a fibres 
connexes. Nous noterons W la biextension dont I'existence est assuree par la proposition 
12.61 ainsi que 7 : A'{S) Ext^(y4, Gm) le morphisme defini par W. 

Remarque 2.7. Dans le cas ou A est un schema abelien, alors A' est le dual de A et 7 est 
un isomorphisme. Dans le cas general, considerons le diagramme commutatif suivant : 

A'{S) Ext\A,GJ 

Al^iK) > Exti(A„Gm,i^). 

D'apres ( |SGA 7] . expose VIII, theoreme 7.1 et remarque 7.2), la fleche de droite est 
injective. II est clair que la fleche de gauche est injective (car A' est separe sur S) et que 
celle du bas est bijective. Ainsi 7 est toujours injective. Si de plus A est a flbres connexes 
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et A' est neronien (def. I2.1jl . alors les fleches verticales sont bijectives (celle de gauche 
d'apres la propriete universelle de Neron, celle de droite d'apres loc. cit.), done 7 est un 
isomorphisme. 

3. L'homomorphisme tp et sa geometrie 

Reprenons les notations et hypotheses du debut de la section 2. En appliquant a la suite 
exacte Q le foncteur des sections sur S, nous obtenons une suite exacte de cohomologie 

> Ext^(AG^)(5) — U H^{S,G^) . ••• 

Ce cobord S va jouer un role essentiel dans la definition de notre homomorphisme. Tout 
d'abord, il convient de mieux connaitre les objets en jeu, ce qui va nous permettre de 
donner une autre description (dite « geometrique ») de n o S. 

3.1. Description du cobord. Commengons par enoncer un lemme de comparaison entre 
Ext locaux et globaux. 

Lemme 3.1. Soit X un S-schema en groupes plat, dont la fibre generique est une 
variete abelienne. Alors le faisceau Ext yfX, Gm) est canoniquement isomorphe au faisceau 
T^Ext\XT,G^,T). 

Demonstration. Soient F et F' deux faisceaux abeliens sur S. Nous avons alors une suite 
exacte de groupes abeliens, deduite de la suite spectrale locale-globale pour les Ext (voir 
|SGA 4] . expose V, proposition 6.3, 3)) 

H\S,Roms{F,F')) Ext\F,F') ^ Ext^(F, ^ H^(S,Rom^(F, F')) . 

En particulier, si Rom ^j F,F') est nul, alors ExtUF,F')(S) ~ Ext^(F,F'). Par suite, le 
raisonnement etant encore valable apres changement de base plat T ^ S", on trouve que 
Ext gfF, F')(T) ~ Ext^ {F\t, F'\t) fonctoriellement en T. Enfin le lemme [Ol nous permet 
d'appliquer ce raisonnement a la situation presente. □ 

L'application S pent etre explicitee : soit T G Ext^(y4, Gm). Alors on pent associer a F, 
via I'isomorphisme Ext^(A, Gm) — Ext \(A, Gm)('S'), un element de H^{S,G^), que nous 
noterons 6(T) par abus de langage. Le lemme [HH] permet de decrire 6{T) comme etant le 
faisceau 

[0*]-i(r) : T ^ {6 G Ext\BT, Gm,T) I 0*0 = Tt} . 
En resume, on pent caracteriser 6{T) comme etant le faisceau des extensions 9 de i? par 
Gm telles que 0*6 = F, ce qui justifie I'ecriture 5(F) = [0*]~^(F). 

3.2. L'homomorphisme de Waterhouse. Nous rappelons ici une construction, due a 
Waterhouse (voir (^, section 2), qui permet d'associer a toute extension Q de G par Gm 
un G^-torseur. Considerons la suite exacte 

> Gm > ^ > G > 0. 

Elle donne lieu, par application du foncteur Hom yfC, — ), a une suite exacte 

> G^ > Hom^fG, n) > Hom^fCG) > 

(rappelons que Ext UC, Gm) = d'apres jSGA 7] . expose VIII, 3.3.1). Par application du 
foncteur des sections, on obtient im morphisme S : Hom(G, G) — > H^{S,G^). On note 
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alors p{fl) le G^-torseur 5{id). Autrement dit, p{fl) est le faisceau des sections s : G 
au sens de la theorie des extensions. On definit ainsi un morphisme p : Ext^(G, Gm) — > 
H^{S,G^), et Waterhouse a montre que p est un isomorphisme (voir Theorem 2'). 
Ainsi, en composant les morphismes suivants (ou / est le morphisme naturel) 

H\S,G^) Ext\G,Gra) — ^ Pic{G) 

on obtient I'homomorphisme vr de Waterhouse, qui admet une interpretation galoisienne, 
comme nous I'avons precise dans I'introduction. 

Lemme 3.2. Soit i : G ^ A I'inclusion. Alors le diagramme suivant : 
Pic(A) < Ext\A,G^) H\S,G°) 

i* 

Pic(G') Ext^(G',G„,) H\S,G'^) 

est commutatif. 

Demonstration. La commutativite du carre de gauche est claire par fonctorialite. Soit 
r dans Ext^(yl, Gm), on veut montrer que les torseurs 5{T) et p{i*T) sont isomorphes. 
D'apres ce qui precede (lemme imil . on pent transposer le probleme dans la categoric des 
groupes abeliens. Dans ce cadre, il est bien connu qu'etant donnes un groupe Z, une suite 
exacte (de groupes abeliens) 

> G A B > 0, 

et une extension F de A par Z, alors il y a bijection entre les sections de i*T et les 
extensions 9 de B par Z telles que 0*6 = F. Le resultat decoule alors des descriptions de 
5 et de p que nous avons donnees precedemment. □ 

3.3. Definition de I'homomorphisme. Nous sommes maintenant en mesure de generaliser 
la construction de Taylor. Reprenons les notations et hypotheses introduites dans le para- 
graphe 12.31 

On deduit du lemme 13.21 le diagramme commutatif suivant : 

A'{S) — ^ Ext^(A,G^) H\S,G'^) 

Pic(A) > Pic(G) 

et on definit ip : ^'(5*) Pic(G) comme etant le compose de ces morphismes. Dans le 
cas ou A est un S'-schema abelien, alors A' est le schema abelien dual de A, la fieche 7 
est un isomorphisme, et on retrouve le class-invariant homomorphism, dont la premiere 
construction est due a M. J. Taylor (voir |T]). 

Remarque 3.3. Notons V : A'{S) Pic(y4) la composee o 7. Alors le diagramme 
precedent montre que, pour tout p G A'{S), ip{p) est la restriction de 'P(p) a G. Ceci 
generalise la « description geometrique » de ip (obtenue par Agboola fAil| dans le cas ou 
A est un schema abelien). 
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Nous pouvons donner une autre ecriture de ip : soit p G A'{S), alors on a I'egalite 
V{p) = l\{idA X pTiW)) = (idA X pnt{W)) . 
On en deduit que ipi^p) = {i x p)*{t(W)), on i : G ^ A est I'inclusion. 

Proposition 3.4. Soit ord(G) Vordre de G. Alors ord(G).-?/' = 0. En particulier, ip s'an- 
nule sur les points de torsion d'ordre premier d ord(G'). 

Demonstration. Le groupe G etant fini et plat, la multiplication par I'entier ord((j') 
est I'application nulle dans G, done est egalement I'application nulle dans le groupe 
Ext^(G, Gm). Or se factorise a travers ce dernier, d'ou le resultat. □ 

Remarque 3.5. Soit p G ^'(5*) un point de m-torsion. On pent ecrire m = nN ou N 
est premier a ord(G), et I'ensemble des facteurs premiers de n est un sous-ensemble de 
I'ensemble des facteurs premiers de ord(G). Alors Np est un point de n-torsion, et il 
decoule de la proposition 13.41 que la nullite de ip{Np) implique celle de ip{p). 

Quitte a changer n en un multiple, dont les facteurs premiers sont ceux de G, on pent 
supposer que G est un sous-groupe de A[n]. Sachant que Np se factorise a travers A'[n], 
on pent alors ecrire (cf. la remarque 13. 3|) 

^{Np) = {l X Npr{t{W)Uln]>CsA'[n]) . 

Ainsi, pour montrer que ip{p) est nul, il suffit de montrer que la restriction de t{W) a 
A[n] XsA'[n] est triviale. 

3.4. Constructions d'exemples. Pour engendrer un exemple, on doit trouver un sous- 
S'-schema en groupes fini et plat G de A. Une idee naturelle est de regarder ce qui arrive 
si les points de iV-torsion de sont rationnels sur K. Fixons une cloture algebrique K 
de K. Nous avons le resultat suivant (voir |MB| . chap. IV, cor. 8.2) : 

Proposition 3.6. Soient N un entier naturel, Fi le corps K{A^{K)[N]), et v : Si ^ S 
le normalise de S dans Fi. Alors Si est integre normal, et v est fini surjectif de rang 
divisant le cardinal de GL2g(Z/A^Z), oil g est la dimension de A^j. En outre, il existe un 
Si-schema en groupes semi-stable A\, contenant Ai := AxgSi comme sous-groupe ouvert 
et ayant meme fibre generique que lui, tel que le noyau de la multiplication par N dans 
J^i soit fini et plat sur Si . Le groupe A{{Si)[N] est isomorphe a A^{K)[N]. 

Notre enonce differe legerement de celui de |MB| ; les details que nous avons rajoutes 
decoulent naturellement de la demonstration de ce dernier. Remarquons egalement que 
I'hypothese d'excellence de S est utilisee dans ladite demonstration. Pour notre part, c'est 
le seul endroit ou nous en ferons usage. 

De fagon analogue, tout point de torsion pris dans ^4(5*) engendre un sous-groupe fini 
et plat de A, comme I'affirme la proposition suivante : 

Proposition 3.7. Soit x G ^(5*) un point d'ordre fini m. Alors x definit un morphisme 
{'L/m'L)s — > A dont I'image est un sous-schema en groupes fini et plat de A. 

Demonstration. Soit / : {'L/m'L)s ^ A mi morphisme. Alors I'image de / est un sous- 
groupe quasi-fini et plat de A. De plus, d'apres |EGA II] . corollaire 5.4.3 (ii), I'image de 
/ est propre (car A est separe sur 5", et (TLjmTl^s est propre sur S'), done I'image de / est 
finie d'apres le Main Theorem de Zariski (quasi-fini et propre impliquent fini). □ 
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Pour les courbes elliptiques, nous avons le critere suivant (voir |Ma72] . prop. 9.1) : 

Proposition 3.8. Supposons que K soit un corps de nombres, et que S = Spec^Ox) soit 
le spectre de Vanneau des entiers de K. Soit E ^ S le modele de Neron d'une courbe 
elliptique a reduction semi-stable definie sur K , de discriminant minimal (A), et soit N 
un nombre premier. Alors le groupe E[N] est fini et plat sur S si et seulement si, pour 
touts place p de K , fp(A) est un multiple de N. 

4. Cas des courbes elliptiques 

Dans cette section, nous donnons plusieurs applications de notre construction, dans 
lesquelles les varietes abeliennes en jeu sont des courbes elliptiques semi-stables. 

4.1. Torseurs rigidifies. Soit / : X — > S* un S-schema en groupes. Soit Ox la sec- 
tion unite de X, et soit L un Gm-torseur sur X. Une rigidification de C est la donnee 
d'une section du Gm-torseur 0*xC sur S. On note TORSRIG(X, Gm) la categoric des 
Gm-torseurs rigidifies sur X. C'est une categoric de Picard strictement commutative (au 
sens de |SGA 4| . expose XVIII, 1.4.2), la loi etant le produit tensoriel. On note PiCr(X) 
le groupe des classes d'isomorphie d'objets de TORSRIG(X, Gm)- 

Si M est un Gm-torseur sur X, on note 

r{Af) ■.= Af®{f*0*Af)-^ 

le Gm-torseur rigidifie associe a Af (muni de sa rigidification naturelle). 

Soient g : Y ^ S un autre S'-schema en groupes, Oy la section unite de Y, et £ 
un Gm-torseur sur X XgY. Une birigidification de £ est la donnee de deux sections : 
une pour le torseur (Ox x idy)*/^ sur Y et une autre pour le torseur (idx x Oy)*£ sur 
X, qui soient compatibles entre elles (c'est-a-dire qui induisent la meme section pour le 
torseur (Ox x Oy)*£ sur S). On note TORSBIRIG(X, Y; Gm) la categoric des Gm-torseurs 
birigidifies sur X x Y. 

Si Af est un Gm-torseur sur X Xg F, on note 

bir(A/') := A/" ® (((Ox o /) X idyYAf)-' ((idx x (Oy o g)yAf)-^ ® (/ x gy{Ox x Oy)^ 
le Gm-torseur birigidifie associe a Af (muni de sa birigidification naturelle). 

4.2. Demonstration du theoreme II. IL D'apres la remarque 13. 5L pour montrer le 
theoreme ll.H il suffit de montrer le theoreme suivant : 

Theoreme 4.1. Supposons que Ar, soit une courbe elliptique, et soit n un entier premier 
a 6. Alors le G^a-torseur t(W)\A[n]xsA'[n] ^ Pic(A[n] Xg A'[n]) est trivial. 

Pour demontrer ce resultat, nous allons utiliser une methode analogue a celle de Pappas 
dans lEl]. 

Lemme 4.2. Le G^-torseur {t{W)\A[n]xsA'[n])'^^ est trivial. 

Demonstration. II suffit de montrer que le groupe Biext^(A[n], Gm) est tue par n. 
D'apres f jSGA 7j . expose VIII, 1.1.2), on a un isomorphisme canonique : 

Biext\A[n],A'[n];G^) ~ Ext^(A[n], RHom(A'[n], Gm)) • 

Par suite, la multiplication par n etant nuUe dans A[n], elle est egalement nulle dans le 
groupe Biext^(A[n], Gm)- Ce qu'on voulait. □ 
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Lemme 4.3. Pour demontrer le theoreme \4.1[ on pent supposer que A' est a fibres con- 
nexes, et que le groupe ^4(5') [6] est isomorphe a Ari{K)[6], oil K designe une cloture 
algebrique de K . 

Demonstration. Quitte a remplacer W par sa biextension symetrique , on peut sup- 
poser que A' est a fibres connexes. Appliquons la proposition EIElau schema A en prenant 

= 6. Alors f : 5*1 — * est de rang k divisant 2^3^ et il existe un S'l-schema en groupes 
semi-stable contenant Ai := Ay^s Si comme sous-groupe ouvert et ayant meme fibre 
generique que lui, tel que v4|(S'i)[6] soit isomorphe a y4^(i^)[6]. Soit A'^ = A' Si, alors 
A[ est a fibres connexes. On note Wl G Biext^ {A{, A[; Gm) I'unique biextension dont 
I'existence est enoncee dans la proposition 12.61 Alors la restriction de Wf a {Ai,A[) est 
egale a Wi := W Xs Si, par unicite du prolongement. 

Pour simplifier, on pose X := A[n] Xs A'[n], done X X5 = Ai[n] A[[n]. D'apres 
ce qui precede, il suffit de montrer que la trivialite du Gm-torseur 

tiWl)\x.sS, = tiWi)\x.sS. = itiW)\x)s, 

implique la trivialite du Gm-torseur 

Le schema S etant normal, il existe un gros ouvert ^ de 5* tel que Si —>■ S soit plat 
au-dessus de V. Nous adoptons ici la terminologie de ((HE], chap. II, def. 3.1) : un gros 
ouvert V de S est un ouvert tel que, pour tout x G S\V, I'anneau local Os,x soit de 
profondeur > 2. Soit Vi := Si Xs V , alors Vi ^ V est fini localement libre de rang k. 

Comme X est un S'-schema plat, Xy est un gros ouvert de X. Par suite, la fleche 
Pic(X) Pic(Xy) est injective, d'apres |hX;A IV| . 21.13.3 et 21.13.4. Nous avons alors 
un diagramme commutatif 

Pic(X)[n] > Fic{XxsSi) 

Pic{Xv)[n] > Pic(XyXvV^i) 

oil la fleche de gauche est injective. En se servant de la norme associee au morphisme 
Xv Xy Vi ^ Xy qui est fini localement libre de rang k, ainsi que du fait que k divise 
2^3^, done est premier a n, on montre que le fleche du bas est injective. On en deduit que 
la fleche du haut est injective. Or, d'apres le lemme H^J est annule par n. On en 

deduit le resultat voulu. □ 

Notations 4.4. Soit X un S'-schema. Pour tout sous-schema ferme z : Z C X on note 
I{Z) le faisceau d'ideaux definissant Z. Lorsque I{Z) est inversible on note I^^{Z) son 
inverse. De plus, si p : S* ^ X est un S'-point de X, on note {p} I'image de p dans X, 
qui est sous-schema ferme de X. Enfin, si X est un S'-schema en groupes commutatif, on 
note Z + p I'image du morphisme 

Z XsS XxsX — i-* X 

oil + designe la loi de X. On verifie que Z + p est un sous-schema ferme de X. 

Lemme 4.5. Soit E un S -schema en groupes semi-stable dont la fibre generique E^, est 
une courbe elliptique, et soit E° la composante neutre de E. On pose A = E et A' = E° , 
alors les hypotheses du para,araphe \2.,yi sont satisfaites, par auto-dualite de Ej^. 
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D 'autre part, soit A la diagonale de E Xs E, et soit {qi, ^2) ^ E{S)'^. On note ^{qi, ^2) 
le Grn-torseur birigidifie sur E Xs E defini par 

^{qi, gs) = bir [r^A + (gi, ^2)) ® I{E x {^2}) ® I{{qi} x E)) . 

Alors la biextension W sur {E,E°) satisfait : t{W) = ^{qi, q2)\ExsE° ■ 

Demonstration. D'apres la theorie classique des courbes elliptiques, le fibre de Poincare 

Vrj = t{Wr^) sur Ej^ >^K Ej^ s'ecrit 

t{W^) = r\Ar,) ® I{Er, X {0}) ® /({O} X E^) 

ou est la diagonale de i?^ x^ Er,. De plus, nous avons I'egalite 

^^(gi, q2)v = bir {r\A^ + (gi, gs)) ® /(^^ x {gs}) ® J({gi} x E^)) = . 

II en resulte que ^(gi,g2) est un Gm-torseur birigidifie sur E Xs E qui prolonge tiW^^). 
D'autre part le foncteur 

BIEXT(E, E°- Gm) — > TORSBIRIG(E, E°- G^) 

de la categorie des biextensions de (i?, E°) par Gm dans la categorie des Gm-torseurs 
birigidifies sur E Xs E° ^ est pleinement fidele (voir |SGA 7j . expose VIII, prop. 7.4, b)). 
De plus, E° est a fibres connexes, et S est integre normal, done {loc. cit.) un objet Z 
du second membre appartient a I'image (essentielle) du foncteur si et seulement si 
provient d'une biextension de {E^,E^) par Gm- 

Soit ^{qi,q2)\ExsEo e TORSBIRIG(E,E°;G„i) la restriction de ^(gi,g2) a E XsE°. 
D'apres ce qui precede, ^{qi,q2)\ExsE° provient d'une biextension de {E,E°) par Gm, 
laquelle prolonge Wr,, done est egale a W en vertu de la proposition 12.61 Au final, t(W) 
est egal a ^(gi, g2)|_Exs£;° en tant que Gm-torseur birigidifie sur E Xs E° . □ 



Demonstration du theoreme 4_J_ On suppose ici que est une courbe elliptique, et I'on 
note A = E pour le confort du lecteur. D'apres le lemme on pent supposer que A' 
est a fibres connexes. Par auto-dualite des courbes elliptiques, la fibre generique de A' est 
isomorphe a i?^. Or il existe (au plus) un unique prolongement de E^^ en un S'-schema en 
groupes semi-stable a fibres connexes. Par suite. A' est isomorphe a la composante neutre 
E° de E. On retrouve la situation du lemme 

D'apres le lemme pour montrer le theoreme 14.11 il suffit de trouver (gi, g2) G E{S)^ 
tel que la restriction de ^(gi,g2) a E[n] Xs E[n] soit triviale. D'apres le lemme HTHl on 
pent supposer que i?(S')[6] est isomorphe a Er^{K)[6]. 

Supposons que la caracteristique de K soit premiere a 6. Alors Eri{K)[6] est isomorphe 
a (Z/6Z)^. On pent done choisir deux points gi et g2 d'ordre 6 dans E{S) tels que gi — g2 
soit d'ordre 6. 

Montrons, en raisonnant fibre par fibre, que {gi} x E est disjoint de E[n] XsE[n]. Soit 
X un point de S, de corps residuel k{x) ; alors I'application de reduction E{S) E{k,{x)) 
est injective sur les points d'ordre premier a la caracteristique de k{x). Ainsi, gi pent se 
reduire selon les cas en un point d'ordre 2, 3 ou 6. L'entier n etant premier a 6, on en 
deduit que {gi} ne rencontre pas E[n]^ d'ou le resultat. 

Un raisonnement analogue montre que A-|-(gi, g2) et -E x {g2} sont egalements disjoints 
du sous-schema E[ri\ Xs E[n]. On en deduit aussiot que la restriction de ^(gi,g2) a 
E[n] XsE[n] est triviale. 
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Supposons que la caracteristique de K soit egale a 2. Alors i?^(i^)[3] est isomorphe a 
(Z/3Z)^. On peut done ehoisir deux points qi et q2 d'ordre 3 dans E{S) tels que qi — q2 
soit d'ordre 3. En outre, S etant integre, les caracteristiques residuelles des points de S 
sont toutes egales a 2, done I'argument utilise precedemment permet de montrer que la 
restriction de ^{qi,q2) a E[n] E[n\ est triviale. 

Enfin, si la caracteristique de K est egale a 3, on effectue un raisonnement analogue en 
considerant les points d'ordre 2. □ 

Remarque 4.6. Dans les hypotheses du paragraphe l2.3[ A ou A' est a fibres connexes. Si 
Ton se contente de supposer que les groupes de composantes de A et A' sont orthogonaux 
sous I'accouplement de monodromie, alors W^^ admet a nouveau un (unique) prolongement 
en une biextension W de (A, A') par Gm- Nous ignorons si le theoreme 14. II est encore vrai 
dans ce cadre plus general. Signalons simplement que le lemme llT^ ne se generalise pas si 
Ton supprime I'hypothese de connexite. 

4.3. Un exemple elliptique. Donnons un exemple d'application du theoreme ll.il Sup- 
posons que K soit un corps de nombres, que S soit le spectre de I'anneau des entiers de 

et que A = E soit le modele de Neron sur S de la courbe elliptique E^, := Xo(ll) 
(notee A1(B) par Cremona |Cr| ) definie sur K par I'equation 

Le discriminant de cette courbe est —11^, et E est un S'-schema en groupes semi-stable. 
Dans le cas present, on constate (voir |Ma72| . p. 258) que E° contient un sous-groupe 
isomorphe a ^^5/5. Soit a present 

: EiS) ^ Pic(Ai5/5) 

I'homomorphisme de classes correspondant a G = C E° et A' = E. Le theoreme ll.il 
affirme que ip s'annule sur les points de torsion. 

Du point de vue de la structure galoisienne, ce resultat peut s'interpreter de la fagon 
suivante : a tout point p G E{S)Tors nous avons associe un (Z/5Z)5-torseur qui a une 
structure galoisienne triviale. En fait, si p est d'ordre premier a 5, le torseur associe est 
lui-meme trivial. Les exemples interessants sont done fournis par des points p d'ordre une 
puissance de 5 : on pourra prendre K = Q(i?^[5"]) avec n > 1 dans cet exemple. 

D'autre part, la proposition 13 . 71 permet de construire d'autres exemples de sous-groupes 
de E°, lesquels engendrent a leur tour d'autres torseurs. 

4.4. Dualite. Nous allons donner une interpretation de notre resultat en termes de fibres 
en droites. Tout d'abord, on note Pic°(y4^) le sous-groupe de PiCr(A^) constitue par les 
classes des torseurs qui sont algebriquement equivalents a 0. 

D'autre part, on note Pic^{A) I'image reciproque de Pic°(y4^) par le morphisme de 
restriction a la fibre generique 71 : PiCr{A) — > PiCr{A^). 

La theorie habituelle de la dualite pour les varietes abeliennes affirme que I'application 



^ ^ (p : Spec{K) A^) ^ (id^, x p)*(P,) 

est un isomorphisme de groupes. 



14 



JEAN GILLIBERT 



Nous allons voir que, sous certaines hypotheses, la biextension W permet d'etablir une 
dualite du meme type entre A et A'. 

Proposition 4.7. Supposons que A soit a fibres connexes, et que A' soit neronien (def. 
\2. Alors I'application 

A'{S) — ^ Pic°(A) 

(4) 

{p:S^A')^ V{p) = l\{idA X pYiW)) 
est un isomorphisme de groupes. 

Demonstration. Rappelons que V = o ^ (voir le paragraphe I2.3|l . D'apres la remarque 
12.71 les hypotheses que nous avons faites impliquent que I'application 7 est un isomor- 
phisme de groupes. D'autre part, le foncteur 

: EXT(A, Grn) — > TORSRIG(A, G^n) 

(ou EXT(A, Gm) designe la categorie des extensions de A par Gm) est pleinement fidele 
(voir |SGA 7j . expose VIII, prop. 7.4, a)). De plus, A est a fibres connexes, et S est integre 
normal, done (loc. cit.) un objet Z du second membre appartient a I'image (essentielle) 
du foncteur si et seulement si provient d'une extension de par Gja,K- 
Considerons alors le diagramme commutatif suivant 

A'{S) — ^ Ext^(v4,G„,) Pic^(A) 

n 

4(K) Ext\A^,G^,K) > Pic.(A,) 

dans lequel est I'application induite par le foncteur L^, etTZ est I'application de restric- 
tion a la fibre generique. Alors, d'apres ce qui precede, est injective, et son image est 
egale a I'image reciproque par TZ de I'image de I'application Q. Or cette image est egale 
a Pic°(74^), d'ou le resultat. □ 

En combinant la proposition 14.71 et le theoreme 14. H nous obtenons le resultat suivant, 
qui generalise le Theorem A de Pappas jPlj : 



Corollaire 4.8. Supposons que A soit d fibres connexes, et que A^j soit une courbe ellip- 
tique. Soit m un entier premier d 6. Alors, pour tout C dans Pic°(yl)Tors, la restriction de 
C a A[m] est triviale. 

Remarque 4.9. En general, le schema en groupes A[m] est quasi-fini et plat sur S, mais 
n'est pas necessairement fini. Cependant, dans le cas particulier ou S est le spectre d'un 
anneau de Dedekind, le corollaire 14 . 81 admet encore une interpretation en termes de struc- 
ture galoisienne de torseurs. Ceci fait I'objet d'un travail en cours de preparation. 

4.5. Application aux caracteristiques d'Euler. Comme I'a montre Pappas dans |P2|, 
I'homomorphisme ip admet une interpretation en termes de caracteristiques d'Euler. Ainsi 
deux problemes de structure galoisienne, a priori distincts, se retrouvent lies — la con- 
nexion etant etablie par le biais de la theorie des biextensions. 

Plus precisement, dans les paragraphes 3.6 et 3.c de jP2|, I'auteur etudie les caracteris- 
tiques d'Euler dans un cadre general. Puis, sous I'hypothese de bonne reduction, il etablit 
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un lien entre caracteristiques d'Euler et valeurs de rhomomorphisme ifj. Dans ce cadre, 
son Theorem 6.4 (voir la section 6 de |P2| ) decoule de I'annulation de rhomomorphisme ip. 
On verifie que les arguments de Pappas s'appliquent mutatis mutandis a notre situation. 
On pent alors deduire du theoreme ll.ll le resultat suivant, generalisant le Theorem 6.4 de 
Pappas : 

Corollaire 4.10. Soit S le spectre d'un anneau de Dedekind, et soit G un S -schema en 
groupes commutatif, fini et plat. 

Soit Y ^ S un modele minimal, regulier et projectif d'une courbe elliptique a reduction 
semi-stable sur K , et soit X ^ Y un G-torseur. Alors 

pgcd{12m, 2' 3') ■ xUOx) = 

oil m est I'ordre de G, et ou xl? designe la caracteristique d'Euler projective equivariante. 
De plus, si m est premier a 6 et si R est principal, alors Xr{^x) = 0. 

Pour une definition de la caracteristique d'Euler projective Xr, nous renvoyons le lecteur 
a Particle de Pappas (voir |P2| . paragraphes 2.6 et 2.c). 
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